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Méthode 5 : développer et simplifier.

Voici encore un moyen de trouver une forme close pour Oy : il s’agit
de remplacer la somme de départ par un double somme, apparemment plus
compliquée, mais que nous pourrons simplifier si nous la traitons convena-
blement :

O, = Y K= > &k

1<k<n 1<j<k<n

-y Y«

1<j<n jgksn

j +n .

= Z (2——2—) m=j+1
i (Cette derniére
=3 Z (nn+1)+j— jz) étape ressemble un

peu a la derniére
1.2 étape de la méthode
= g+ N+ Inn+1)—30, = In(n+3)(n+1)—30n. de perturbation :

dans les deux cas,

.. , . N on obtient une
A priori, passer d’'une somme simple a4 une somme double peut passer équation contenant

pour une régression, C’est en réalité un progrés, car ainsi apparaissent pipconnue dans les
des sommes plus faciles a4 manipuler. On ne peut pas espérer résoudre deux membres).
tout probléme si on ne fait que simplifier, simplifier et encore simplifier :

on ne peut pas atteindre les plus hauts pics d’une montagne en montant

continuellement !

I<jsn

Méthode 6 : utiliser le calcul fini.
Méthode 7 : utiliser les fonctions génératrices.

Restez avec nous pour ne pas rater des calculs encore plus passionnants
de O, = Z::o k?, avec les techniques que nous allons voir dans les sections
et chapitres suivants.

2.6 CALCUL FINI ET INFINI

Nous avons vu un certain nombre de méthodes pour la manipu-
lation directe des sommes. Il est temps maintenant d’acquérir une vision
plus large des choses, en regardant le probléme de la sommation d’un point
de vue plus élevé. Avec le “calcul fini”, que les mathématiciens ont déve-
loppé par analogie avec le calcul infinitésimal, il est possible d’approcher les
problémes de sommation de fagon agréable et systématique.

Le calcul infinitésimal est basé sur les propriétés de I'opérateur de dé-
rwation D, défini par

Df(x) = &%‘C("L&—f(’ﬂ
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Le calcul fini, quant & lui, est basé sur les propriétés de 'opérateur de
différence A, défini par

Af(x) = f(x+1) —1f(x). (2.42)

C’est I’analogue fini de la dérivation, ol on se restreint a des valeurs entiéres
strictement positives de h. De ce fait, la valeur h = 1 est la plus proche
possible de la “limite” h — 0, et Af(x) est égale a (f(x +h)— f(x))/h pour
h=1.

Les symboles D et A sont appelés des opérateurs car ils opérent sur
des fonctions pour donner de nouvelles fonctions ; ce sont des fonctions de
fonctions qui produisent des fonctions. Si f est une fonction suffisamment
lisse des nombres réels vers les nombres réels, alors Df est aussi une fonction
des réels vers les réels. Si f est une quelconque fonction des réels vers les
réels, Af ’est aussi. Les valeurs des fonctions Df et Af en un point x sont
données par les définitions ci-dessus.

On apprend vite en mathématiques comment D opére sur les puis-
sances f(x) = x™ : dans ce cas Df(x) = mx™~'. On peut I’écrire moins
formellement en oubliant f :

D(x™) = mx™".

Ce serait bien si 'opérateur A produisait une résultat si élégant ; hélas ce
n’est pas le cas. On a par exemple

AX?) = (x+1P2 =x% = 3% +3x+1.

Toutefois, il existe un type de “puissance miéme” qui se comporte trés
agréablement quand on lui applique A, et c’est précisément ce qui rend
le calcul fini intéressant. Ces puissances miémes nouvelle mouture sont
définies par la régle suivante :

m facteurs
N

¥ = x(x—1)...(x—m+1), m entier, m > 0. (2.43)

Remarquez que m est souligné ; cela signifie que les m facteurs sont supposés
diminuer pas & pas. Il existe aussi une définition pour les facteurs qui
augmentent :

m facteurs
N

x™ = x(x+1)...(x+m—1), m entier, m = 0. (2.44)

Quand m = 0, on a x& = x® = 1, car par convention un produit sans facteur
est égal a 1 (tout comme une somme sans termes est égale & 0).

La quantité x™ est appelée “x puissance m descendante”, tandis que x™
est appelée “x puissance m montante”. On désigne aussi ces fonctions sous
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les noms de puissance factorielle descendante et puissance factorielle
montante car elles sont étroitement liées a la fonction factorielle n! = n(n—
1)...(1). Effectivement, n! =n% =1

On trouve plusieurs notations pour les puissances factorielles dans la
littérature mathématique, notamment le “symbole de Pochhammer” (x),
qui désigne x™ ou x™ ; on peut trouver aussi des notations comme x(™) ou
X(m) pour x™, Cependant la convention souligné/surligné l'emporte car elle
est facile & écrire, & retenir, et ne contient pas de parenthéses redondantes.

Les puissances factorielles descendantes x™ se comportent de fagon
particuliérement agréable lorsqu’on leur applique A. En effet,

AX®) = (x+ 1) —x™
= (x+x...(x —m+2)
= mx(x—1)...(x —m+2),

— X...(x—m+2)(x—m+1)

ce qui donne au calcul fini une régle pratique, similaire & D(x™) = mx™ 1 :

(2.45)

L’opérateur D du calcul infinitésimal a un inverse, ’opérateur d’'inté-
gration [ Le Théoréme Fondamental du Calcul Infinitésimal lie D a [ :
g(x) = Df(x) siet seulement si Jg(x) dx f(x)+C.
ou [g(x)dx, l'intégrale indéfinie de g(x), désigne I'ensemble des fonctions
dont la dérivée est g(x). De fagon analogue, A a un inverse, ’opérateur de
sommation) Y . On peut ainsi énoncer un autre Théoréme Fondamental :

g(x) = Af(x) siet seulement si Z gx)8x = f(x)+C. (2.46)

olt Y} g(x)ox, la somme indéfinie de g(x), désigne l'ensemble des fonc-
tions dont la différence est g(x) (remarquez que le  minuscule est lié au
A majuscule, comme d lest & D). Le “C”, pour une intégrale indéfinie, re-
présente une constante arbitraire ; lorsqu’il s’agit d’une somme indéfinie, il
peut représenter toute fonction p(x) telle que p(x+1) = p(x). Par exemple,
C pourrait étre la fonction périodique a + b sin 27tx ; une telle fonction dis-
parait quand on calcule les différences, tout comme une constante disparait
lorsqu’on calcule une dérivée. Pour des valeurs entiéres de x, la fonction C
est constante.

Nous arrivons maintenant au plat de résistance. En calcul infinitésimal,
ont rencontre aussi des intégrales définies : si g(x) = Df(x), alors

f(b) — f(a).

La terminologie
mathématique est
parfois complé-
tement dingue :

en fait, Pochham-
mer [293] a utilisé la
notation (x)m pour
désigner le coefli-
cient binomial (),
non les puissances
factorielles.

“Quemadmodum

ad differentiam
denotandam usi
sumus signo A,

ita summam indi-
cabimus signo X.

. €x quo equatio
z = Ay, si inver-
tatur, dabit quoque
y=Xz+4+C.”
— L. Euler [110]



Et vous appelez ¢a
un plat de résis-
tance 7
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De méme, le calcul fini, prenant toujours modele sur son cousin plus célébre,
a ses sommes définies : si g(x) = Af(x), alors

= f(b) — f(a). (2.47)

Cette formule donne un sens a la notation Zz g(x) 6%, de la méme facon
que la précédente définit fz g(x) dx.

Quel est, intuitivement, le véritable sens de I’expression Zz g(x) 6x 7
Nous l'avons définie pour pouvoir retenir aisément les régles du calcul fini ;
mais cette notation restera inutile si nous ne comprenons pas sa signification.
Essayons de 'appréhender, d’abord en regardant quelques cas particuliers.
Supposons que g(x) = Af(x) =f(x+1) — f(x). Si b = q, alors

Zzg(x) 5x = f(a)—f(a) = 0.

Puis, si on pose b = a + 1, on trouve

S amex = fla+1) ~fla) = gla).

Plus généralement, si b augmente de 1, alors on a

b

}___2“ 008x — 3 glx)bx = (f(b+1) - f(a)) — (£(b) — f(a))
f(b+1)—f(b) = g(b).

Avec l'aide de 'induction mathématique, ces observations nous permettent
de déduire exactement la signification de ZZ g(x) &x, lorsque a et b sont
des entiers tels que b > a :

b—1
b
Z g(x)bx = Z g(k) = Z g(k), pour b > a entiers. (2.48)
k=a

agk<b

En d’autres termes, la somme définie est pareille a une somme ordinaire
avec ses limites, sauf qu’on exclut la valeur limite supérieure.

Essayons de présenter ceci un peu différemment. Soit une somme dont
nous cherchons une forme close. Supposons que nous pouvons l'exprimer
sous la forme } . _, 9(k) = Zz g(x) 6x. Selon la théorie du calcul fini,
la réponse peut s’écrire f(b) — f(a), si on connait une somme indéfinie ou
une fonction f telle que g(x) = f(x + 1) — f(x). On comprend ce principe si
on écrit entiérement } _, _, en utilisant les points de suspension :

Z (f(k—l—]) —f(k)) = (f(a+1) ,f(a)) + (f(a-l—Z) —f(a—H)) +---
a<k<b

+ (f(b=1) — f(b=2)) + (f(b) — f(b-1)).
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Tout ce qui est dans le membre de droite disparait, sauf f(b) — f(a), qui
est donc la valeur de la somme (on dit souvent que les sommes du type
2 a<ken(f(k—1)—f(k)) sont télescopiques, par analogie avec un télescope
pliant, car 1'épaisseur des parois d’un télescope replié est uniquement dé-
terminée par le rayon externe du tube externe et le rayon interne du tube

interne). Tiens ! Jusqu'ici, je
La régle (2.48) est valable seulement quand b > a. Que se passe-t-il si ¢royass que cétait
b < a ? Dans ce cas, (2.47) nous dit qu'on doit avoir parce qu une ex
’ P pression trés longue
b se repliait pour en
Z g(x) ox = f(b) —f(a) former une beaucoup
a plus courte.

= —(fla) = (b)) = =Y " g(x)8x.

C’est tout a fait analogue a ce qui se passe pour une intégrale définie. Par
un argument similaire on prouve que Y © 4+ ¢ = 3¢, exactement comme
IZ +[¢ = [. Plus formellement,

S ot)sx+Y ek = Y al)ex, (2.49)

pour tous a, b et c entiers.

En ce moment, il y a certainement des lecteurs qui commencent a se
demander a quoi peuvent bien servir ces analogies. Disons pour commencer Les autres se le de-
que la sommation définie nous fournit un moyen simple de calculer des Mandent déja depuis
sommes de puissances descendantes : on déduit des régles de base (2.45), un certain termps.
(2.47) et (2.48) la régle générale

n nﬁHJ
= pour m,n = 0 entiers. (2.50)

0 m+1°

km+1

Z k= = m+1

o<k<n

Cette formule est facile & retenir car elle ressemble beaucoup a [ x™ dx =
n™1/(m + 1) qui nous est plus familiére.

En particulier, lorsque m = 1 on a k! = k. Ainsi, grice aux principes
du calcul fini, on pourra aisément se rappeler que

2
Y k= % = nn—1),2.

ogk<n
La méthode des sommes définies nous fait aussi soupgonner que les sommes
sur 0 < k < n sont souvent plus simples que les sommes sur 1 < k< n:
les premiéres sont simplement égales & f(n) — f(0), tandis qu’on doit voir
les autres comme f(n + 1) — f(1).

On peut aussi exprimer les puissances ordinaires en fonction de puis-
sances descendantes. Par exemple,

K o= K2+t



Avec des amis
comme ¢a. . .
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et donc

2
> K= ”_iJﬂi = Inm-Nn-2+3) = Inn-Hin-1).

o<k<n 2
En remplagant n par n + 1, on obtient une nouvelle fagon de calculer une
forme close pour notre vieil ami Oy = ) 5y K2

Plutét facile, non ? Clest effectivement plus facile que tous les traite-
ments que nous avons infligés a cette pauvre formule dans la section pré-
cédente. Essayons maintenant de franchir une étape supplémentaire, en
passant des carrés aux cubes. Un calcul simple montre que

kP = k2 4 3kE kL

(Nous verrons au chapitre 6 qu'il est toujours possible de convertir les puis-
sances ordinaires en puissances factorielles ; on utilise pour cela les nombres
de Stirling). Ainsi

K2 |°
k3 — k3
> Ky 5

ask<b a

Les puissances descendantes sont donc trés pratiques pour les sommes.
Cependant, s’il faut convertir nos bonnes vieilles puissances ordinaires en
puissances descendantes pour les sommer, puis les reconvertir en puissances
ordinaires avant de faire quoi que ce soit d’autre, ce ne sera pas franchement
pratique. Heureusement, les puissances factorielles ont de bonnes propriétés
additives ; nous pourrons donc souvent travailler directement avec elles. Par
exemple, tout comme (x +y)? = x? + 2xy +y?, il se trouve que (x +y)% =
x2 +2x 1yl +y2. La méme analogie est possible entre (x +y)™ et (x +y)™
(la preuve de ce “théordme du bindme factoriel” constitue I’exercice 5.37).

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que les puissances descendantes
qui ont des exposants positifs ou nuls. Pour étendre 'analogie avec les
puissances ordinaires aux exposants négatifs, il nous faut une définition
appropriée de x™ pour m < 0. Si I'on observe la suite

= x(x—-1)(x—2),
x2 x(x—1),

X— = X,

=
o
®

{l

x= =1,

on remarque qu'en d1v1sant par x — 2, puis par x — 1, puis par x, on passe
de x> ax* , buis a Xt , puis a X" 11 semble ra1sonnable (smon 1mperat1f) de
diviser ensuite par x + 1 pour passer de x>~ ax— , obtenant x— = 1/(x+1).

55
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En continuant ainsi, on peut écrire les premieres puissances factorielles a
exposant négatif :

x+1(x+2)’
L 1
DX +2)(x+3)”

Voici donc la définition des puissances descendantes négatives :

o 1 . |
T 12 (xrmy P ol (251

(On peut aussi définir les puissances descendantes pour des nombres réels
ou méme complexes ; nous verrons cela au chapitre 5).

Cette définition a le mérite de donner aux puissances descendantes de
bonnes propriétés additives. Parmi celles-ci, la plus importante est proba-
blement 1’analogue de la régle générale

pour les puissances ordinaires. Pour les puissances descendantes, cela donne

n

mIn - xM(x —m)2, pour m et n entiers. (2.52)

X

Par exemple, x2t3 = x2Z (x — 2)3, et pour un n négatif on a
g

1 1
2-3 . 2¢(y =3 _ _ - = x=1.
X x=(x — 2) x(x ”(xfﬂx(x 7 — X

Si nous avions choisi de définir x— comme 1 /x aulieude 1/(x+1), la régle
(2.52) n’aurait pas été valable dans certains cas, comme celui ot m = —1 et
n = 1. En fait, on aurait pu utiliser (2.52) pour savoir exactement comment
définir les puissances descendantes 4 exposants négatifs ; il suffisait de poser
m = —n. Quand, dans le but d’élargir son champ d’application, on étend Les régles des
une notation existante, il vaut toujours mieux concevoir les définition de Puissances sont
N . . . puissantes.

sorte que les régles classiques soient toujours valables.

Maintenant, assurons-nous que la propriété cruciale de l'opérateur de
différence s’applique encore a nos nouvelles puissances descendantes. Est-il
toujours vrai que Ax™ = mx2=! lorsque m < 0 ? Si m = 2, par exemple,
la différence vaut

1 1

_2 B
A a3 Sl Pog Y PO
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(x+1)~(x+3)
x4+ (x+2)(x+3)

= —2x=3.

Oui, ¢a marche ! Un argument similaire permet de généraliser a tout m < 0.

Ainsi la propriété de sommation (2.50) est valable aussi bien pour les
puissances descendantes négatives que pour les positives, du moins tant
qu'il n’y a pas de division par zéro :

b xm+1 b
xEox = , our m # —1.
Z.a m + ] a p T ;é
Qu'arrive-t-il si m = —1 ? Rappelons que, pour 'intégration, on a

b b
J xTdx = Inx

a

a

Ce serait bien d’avoir un analogue fini de Inx. Il s’agit de trouver une
fonction f(x) telle que
1 1

X— = 1 Af(x) = f(x+1)—1f(x).

11 n’est pas trés difficile de voir que, si x est entier,

est une telle fonction. Elle est exactement égale au nombre harmonique
H, de (2.13). Ainsi Hy est I'analogue discret de la fonction continue Inx.
(Dans le chapitre 6, nous définirons H, pour des x non entiers, mais pour
I'instant les valeurs entiéres nous suffisent. Nous verrons aussi au chapitre
9 que, lorsque x est grand, la valeur de H, — Inx est & peu prés égale a
Exactement 0,577 +1/(2x). Ainsi, non seulement H, et Inx sont analogues, mais de
0,577 7 Peut-étre  plys, dans la plupart des cas, leurs valeurs different de moins de 1).
qu’ils veulent dire . L. N .
Nous pouvons maintenant décrire complétement les sommes des puis-

1/V3. Ou peut-étre sances descendantes :

pas.
m+1 b
. X S sm
Z X ox = mt+ 1, (2-53)
a b
Hy| , sim=-—1.

Cette formule explique pourquoi les nombres harmoniques ont tendance
a surgir dans la solution de certains problémes discrets comme l'analyse
du tri rapide ; c’est exactement de la méme maniére que les logarithmes
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dits naturels apparaissent naturellement dans les solutions de problémes
continus.

Maintenant que nos avons trouvé un analogue de Inx, voyons s'il y en
a un pour e*. Quelle est la fonction f(x) pour laquelle Af(x) = f(x), ce qui
correspond a De* = e* ? Facile :

flx+1)—f(x) = f(x) = flx+1) = 26(x);

On déduit de cette simple récurrence que f(x) = 2* est qualifiée pour &tre
la fonction exponentielle discréte.
Si ¢ est un nombre quelconque, la différence de ¢* est aussi trés simple :

Alc®) = T —¢* = (c—1)c~.

Par conséquent, l'anti-différence de ¢* est ¢*/(c — 1) si ¢ # 1. Ce fait, allié
aux régles fondamentales (2.47) et (2.48), nous donne un moyen élégant
de comprendre la formule générale qui donne la somme d’une progression

géométrique :
b b
b c* c?—c“
E ck = Eac"éx:c~1 = pour ¢ # 1.
as<k<b a

Chaque fois qu'on cherche une formule close pour une fonction f, on
peut calculer sa différence Af = g. On obtient alors une fonction g dont
on connait la somme indéfinie > g(x) 6x. La table 59 fournit une aide & La “table 59” est en
la sommation : on y trouve la différence et l'anti-différence de quelques Page 59. Pigé?
fonctions usuelles.
Malgré tous les paralléles que l'on peut faire entre le mathématiques
continues et les mathématiques discrétes, il v a des notions continues qui
n'ont pas d’analogue discret. Par exemple, en calcul infinitésimal, il existe
une régle pratique pour trouver la dérivée d’une fonction composée. En
calcul fini, il n'y a pas d’équivalent a cette régle. Il est généralement difficile
d’effectuer un changement de variable discret, sauf dans certains cas o1 l'on
peut, par exemple, remplacer x par ¢ &£ x.
En revanche, A(f(x) g(x)) peut s'exprimer de fagon assez plaisante,
et nous fournit ainsi une régle de sommation par parties, I’analogue fini
de l'intégration par parties du calcul infinitésimal. Rappelons que de la
formule

D(uwv) = uDv+vDu

du calcul infinitésimal on déduit, en intégrant puis réorganisant les termes,
la régle d’intégration par partie

JuDv = uv—JvDu.



En calcul infi-
nitésimal, on se
débarrasse du E en
faisant tendre 1 vers
0.

Jlimagine que e* =
2* pour des petites
valeurs de 1.
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Table 59 Quelle est la différence ?

f=1=Lg Af =g f=1xg Af =g

X =1 0 2x 2x

xl = x 1 c* (c—T1)c*
x2=x(x—1) 2x c*/(c—1) c*

X mx =l cf cAf
xt1/(m 1) X f+g Af + Ag
Hy xL=1/(x+1) fg fAg + EgAf

On peut faire quelque chose de similaire en calcul fini.
Commencons par appliquer ['opérateur de différence au produit de deux
fonctions u(x) et v(x) :

A(u(X)v(x)) = ulx+1)v(x+1) —u(x)v(x)
= w(x+1) v(x+1) — u(x) v(x+1)
+u(x)v(x+1) — u(x) v(x)
= u(x) Av(x) + v(x+1) Au(x) (2.54)
En utilisant I’opérateur de décalage E défini par
Ef(x) = f(x+1),
on peut mettre cette formule sous une forme plus pratique :
A(uwv) = uwAv + EvAu. (2.55)

(Le E est un peu génant, mais il est nécessaire pour que l'équation soit
correcte). En prenant la somme indéfinie de chacun des deux termes de
cette équation, puis en les réorganisant, on obtient, comme promis, la régle
de sommation par parties :

ZuAv = (2.56)

Comme en calcul infinitésimal, on peut obtenir ainsi des sommes définies
en ajoutant des bornes sur les trois termes.

Cette régle est trés pratique quand la somme de gauche est plus difficile
a calculer que celle de droite. Prenons un exemple. La fonction [ xe* dx est
typiquement une fonction qu'on intégre par parties ; son analogue discret
est > x2*6x, que nous avons déja rencontré dans ce chapitre sous la forme
> n_ok2¥. Pour sommer ceci par parties, posons u(x) = x et Av(x) = 2.
Ainsi Au(x) = 1, v(x) = 2* et Ev(x) = 2**'. En appliquant (2.56) on
trouve

szwsx = x2* — Zz*“ dx = x2% — 2+1 4 C.

uy — ZEvAu.

59
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De plus, en ajoutant des bornes a cette formule, on peut l'utiliser cette
formule pour calculer une somme vue précédemment :

n
1
Sk = Y xorex
k=0
n+1

— X2X~*2X+1‘
0

= ((n+ 12" —2n+2) —(0:2°=2") = (n—1)2" 42,

Cette méthode est plus facile a utiliser que la méthode de perturbation,
parce qu'ici on n'a pas besoin de réfléchir. Le but ultime des
Plus haut dans ce chapitre, nous étions heureux de trouver, aprés beau- ?’gz‘?ﬁ:{zgﬁig;sts’ag;z

coup d’efforts, la formule (2.36) pour Zo<k<n Hy. Nous aurions pu la 4 Pintelligence.
trouver automatiquement si nous avions connu la sommation par parties.

Faisons-en la démonstration en nous attaquant & une somme qui a l'air en-

core plus difficile, } ,, _,, kHx. On trouve aisément la solution en suivant

I'analogie avec [xInxdx : prenons u(x) = H, et Av(x) = x = x1 ; alors

Au(x) = x=1, v(x) = x%/2, Bv(x) = (x + 1)2/2 et

xZ x4+ 1)2
ZxHxéx = —H, — Z%x—"—]éx

2

xZ 1
:7Hx~§ZXJ—5X

X2 xZ
_Xh X ic

2 g T

(Pour passer de la premiére ligne a la deuxiéme, nous avons combiné deux
puissances descendantes (x + 1)2x=! en posant m = —1 et n = 2 dans la
régle des puissances (2.52)). Nous pouvons maintenant ajouter des bornes
et conclure que

3 kHe = Z:xHxéx - %%(Hn—

O<k<n

2.7 - SOMMES INFINIES

Lorsque nous avons défini la notation > au début de ce chapitre,
nous avons finassé lorsqu'est apparu le probleme des sommes infinies en Clest ¢a, finasser 7
disant, en substance, “remettons cela a plus tard ; pour l'instant, nous pou-
vons supposer que toutes les sommes que nous rencontrons ont un nombre
fini de termes non nuls”. Il est temps maintenant de regarder les choses en
face : il existe des sommes infinies. En fait, c’est a la fois une bonne et une
mauvaise nouvelle.

) - (2-57)

Nj—=
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11 suffit de montrer que cette assertion est vraie lorsque tous les termes sont
positifs ou nuls, car on peut prouver le cas général en séparant tout en
parties imaginaire et réelle, puis en parties positive et négative comme nous
l'avons déja vu. Supposons donc que a; 1 = 0 pour tout couple (j,k) € M,
olt M est I’ensemble d’indices {(j, k) | j € ],k € K;}.

Pour tout ensemble fini F C M, nous savons que Z( 5 k1em G5,k est fini,
donc que

Z Gk <A,

(3,k)€F

et que A est le plus petit de ces majorants (la borne supérieure). Sij est
un élément quelconque de ], chaque somme de la forme ZkeF, aj x, ot by
est un sous-ensemble fini de K;, est bornée par A. Donc ces sommes finies
ont une borne supérieure A; = 0, et } , . a;,x = A; par définition.

11 nous faut encore prouver que A est la borne supérieure de 3_ e A
pour tout ensemble fini G C J. Supposons que G est un sous-ensemble fini
de J et que } ;. ajx = A’ > A. On peut trouver des sous-ensembles finis
F; C K; tels que ZkeFj ajx > (A/A’)A; pour tout j € G tel que A; > 0. 11
existe au moins un tel j. Mais alors ZjeG,keFj a; x > (A/A") ZjEG Ay = A,
ce qui contredit le fait que } (; )cr a5,k < A pour tout sous-ensemble fini
F C M. Donc Z).GG A; < A pour tout sous-ensemble fini G C J.

Pour finir, soit A’ un nombre réel plus petit que A. Notre preuve
sera compléte si nous pouvons trouver un ensemble fini G C ] tel que
Z)- cc A; > A’. Nous savons qu'il existe un ensemble fini F C M tel que
Z(j,k)eF aj;x > A’ ; soit G I'ensemble des j de ce F, et soit F; ={k | (j, k) €
F}. Alors ) scq A5 2 X je 2xer, %k = 25, x)er G,k > A’ CQFD.

Bien, nous sommes maintenant légitimés ! Tout ce que nous avons fait
avec les sommes infinies est justifié, pourvu qu’il existe une borne finie pour
toutes les sommes finies des valeurs absolues des termes. Puisque la somme
doublement infinie (2.58) nous a donné deux réponses différentes selon la
maniére dont nous ’avons évaluée, ses termes positifs 1 % + 1§ +- - - doivent
forcément diverger vers oo ; sinon, nous aurions obtenu la méme réponse
quelle que soit la facon de grouper les termes.

Exercices
Echauffements

1 Que signifie la notation
0
D ?
k=4

2  Simplifiez I'expression x - ([x >0] - [x< O]).
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2 EXERCICES

Montrez que vous avez bien compris la notation ) en développant
entierement les sommes

Z ¢5%% et Z Qy2

0<k<5 0<k2<5
(attention, la seconde somme est un peu délicate).
Ecrivez la somme triple

E Qijx

T<i<j<k=s4

comme une sommation en trois parties (avec trois } ),

a en sommant d'abord sur k, puis sur j, enfin sur 1 ;

b en sommant d’abord sur i, puis sur j, enfin sur k.

Puis écrivez entiérement les sommes triples sans la notation ) , en
utilisant des parenthéses pour montrer ce qu'on ajoute d’abord.

Qu’est-ce qui cloche dans le calcul suivant ?

(iaj)(ia%) - : i& - iif‘ﬁ = in:nz.

=1 k=1 =1 k=1 K k=1k=1 K k=1
Calculez } ,[1<j<k<n] en fonction de j et n?
Soit Vf(x) = f(x) — f(x—1). Calculez V(x™).
Si m est un entier, quelle est la valeur de 0™ ?

Trouvez un analogue de la regle (2_52) pour les puissances montantes.
Utilisez cette régle pour définir x— ™.

Nous avons donné la formule suivante pour la différence d’'un produit :
Aluwv) = uwAv + EvAu.

Comment peut-elle étre correcte, alors que le membre de gauche est
symétrique en 1 et v tandis que le membre de droite ne l'est pas 7

Exercices de base

11

La régle de sommation par parties (2.56) est équivalente a

Z (axp1 —ax)by = apby —apbo

O0<k<n

- Z ax41(bxi1—by), pourn =0.

0<k<n

Prouvez cette formule directement, en utilisant les regles de distributi-
vité, d’associativité et de commutativité.

67
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12 Montrez que, quelque soit 1'entier c, la fonction p(k) =k + (—1)¥c est
une permutation sur l’ensemble des entiers.

13 Utilisez la méthode du répertoire pour trouver une forme close de
o (—T)kK2.
14 Calculez } ., k2* en la réécrivant ) | <<y 25

15 Calculez &0, = Y ,_, k® par la méthode 5 en procédant ainsi : écrivez
d’abord G0n + On =23 1 <5<p.<p JK, puis appliquesz (2.33)-

16 Montrez que x™/(x —n )™ = x2/(x — m)Z, pourvu qu’aucun des déno-
minateurs ne soit nul.

17 Montrez qu’on peut utiliser les formules suivantes pour convertir facto-
rielles montantes en factorielles descendantes et inversement (x ™™ est

défini par la réponse a l'exercice 9) :

4

L

JE
|

=
E
|

X = = (xhm= 1) = 1/ 1)

X = (1)) = (- meE )T = 1/ ()T

|2

18 Soient Rz et Jz les parties réelle et imaginaire d’'un nombre complexe
z. Le module de z, noté |z, est égal & 1/(Rz)? + (Jz)2. On dit qu'une
somme ) i ax de termes complexes a; est absolument convergente
si les sommes réelles ) | -, May et } | Jay sont toutes deux absolu-
ment convergentes. Prouvez que ) , i ay est absolument convergente
si et seulement s'il existe une constante B telle que } , ¢ |ax| < B pour
tout sous-ensemble fini F C K.

Devoirs a la maison

19 Utilisez un facteur de sommation pour résoudre la récurrence

To = 5,
2T, = nTh1+3-n!, pour n > 0.

20 HEssayez de calculer ZE:O kH; par la méthode de perturbation, mais
au lieu de cela trouvez la valeur de ) , _, Hx.

21 Calculez les sommes Sy, = Y 1_o(—1)™%, T, = Y o o(—1)""*k et
U, = Z]Q:o("1 )% k? avec la méthode de perturbation, en supposant
que n = 0.
22 Prouvez 'identité de Lagrange (sans utiliser I'induction) : Difficile de justi-

fier I'identité de
n quelqu’un qui est

n n 2
Z (a;by — akbj)z = (Z ai) (Z bi) — (Z akbk) _ mort depuis 175 ans.
k=1 k=1

1<<k<n k=1
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En fait, il s’agit de trouver une identité pour cette somme double plus
générale :

Z (a;bi — axb;)(A;Bx — AyB;).
1<i<k<n
23 Calculez lasomme Y ;_;(2k+1)/k(k+1) de deux maniéres différentes :
a Développez 1/k(k + 1) en éléments simples : 1/k(k+ 1) =1/k —
1/(k+1).
b  Sommez par parties.

24 Quelle est la valeur de } ,_,_, Hi/(k +1)(k +2) 7 Suggestion :
Généralisez le calcul de (2.57).

Cette notation a ét¢ 25 La notation [], .« aix désigne le produit de tous les nombres ax pour

introduite par Jacobi tous les k € K. Supposons pour simplifier que le nombre de k pour les-

en 1629 [192) quels ay # 1 est fini ; on n’a donc pas besoin de définir les produits infi-
nis. Quelles sont les régles, analogues a la distributivité, 'associativité
et la commutativité pour les ) , que cette notation [ [ satisfait ?

26 Exprimez le produit double [, <j<ken QAK€ fonction du produit
simple J ]}, ax, en manipulant la notation [T. (Cet exercice nous
donne un analogue de la formule du triangle supérieur (2.33)).

27 Calculez A(cX), puis déduisez du résultat la valeur de ) ,_,(—2)%/k.
28 A quel moment le calcul suivant se fourvoie-t-il 7

1 k k—1
1= T S Z(k—ﬁ"T)

k=1

Problémes d’examen
29 Calculez la somme Y ,_,(—1)%k/(4k? —1).

Cest un jeu de 30 Les joueurs de Cribbage savent depuis longtemps que 15 =7+8 =4+
cartes (N.d.T.). 546 = 14+2+3+4+5. Trouvez le nombre de fagons d’écrire 1050 comme
une somme d’entiers positifs consécutifs. (La représentation triviale
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du nombre “1050” par lui-méme compte pour une ; il y a donc, non
pas trois, mais quatre fagons d’écrire 15 comme une somme d’entiers
positifs consécutifs. Ajoutons qu'il n’est pas besoin de connaitre les
régles du Cribbage pour résoudre ce probleme).

31 La fonction zéta ((k) de Riemann est définie comme suit :
1 1 1
1+ﬁ+ﬁ+“:Zﬁ?
izl
Montrez que 3, ,(¢(k) —1) = 1. Que vaut 3, ., (¢(2k)—1) ?
32 Soit a ~ b =max(0,a — b). Prouvez que

Zmin(k,ka) = Z(xi (Zk + 1))

k=0 k0
pour tout réel x > 0, et donnez une formule close pour ces sommes.

Questions subsidiaires

33 Soit Apcx ax le minimum des ax (ou leur borne inférieure si K est
infini), en supposant que chaque a; est soit réel, soit +oo. Quelles sont
les régles, analogues a celles qui régissent > et [[, qui sont valides
pour A (voir 'exercice 25) ?

34 Montrez que si une somme ) , . ax est indéfinie dans le sens de (2.59),
alors pour tout couple de nombres réels A~ et A', on peut trouver une
suite de sous-ensembles finis F; C F» C F3 C --- de K telle que

Z ar < A7, sin est impair; Z a, = A't, sin est pair.
KEF, KEFn
35 Démontrez le théoreme de Goldbach
1 1 1 1 1 1 1 1 1
V= sHstgt st Te gttt = 2T

8 15 24 26 31 35 kGPk~1

ou P est 'ensemble des “puissantes parfaites”, défini récursivement
comme suit :

P={m" | mz22n2>=2m¢g P}

36 La “suite auto-descriptive” (f(1),f(2),f(3),...) de Solomon Golomb
est I'unique suite non décroissante d’entiers positifs qui contient exac-
tement f(k) occurrences de chaque entier k. Quelques instants de ré-
flexion suffisent pour trouver le début de la suite :

n| 1234567891 112
fn)| 1 223 344455 5 6

Les lois de la jungk.

La puissance par-
faite corrompt.
Parfaitement !
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Soit g(n) le plus grand entier m tel que f(m) = n. Montrez que

(
a g(n)=3 . f(k).
b g(g(n)) = Y ¢, kf(k).
¢ 9(glg(n) = gngn)(gn) +1) = 3 T35 a(k)(g(k) +1).

Sujet de recherche

37 Peut-on paver un carré de coté 1 par tous les rectangles de dimensions
1/k sur 1/(k + 1), pour k > 1 (souvenez-vous que la somme de leurs
aires est égale a 1) ?

etc. 1
4

- N



